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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 22 èþíÿ 2015 ã.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êëàññèôèêàöèè âåñüìà ìíîãîîáðàçíà, ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ïîäõî-

äîâ, ìîäåëåé, ìåòîäîâ, àëãîðèòìîâ. Âûäåëèì â íåé òðè ðåçóëüòàòà — îïòèìàëüíûé ìåòîä äèàãíî-

ñòèêè (äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà), àäåêâàòíûé ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà àëãîðèòìà äèñêðèìèíàíòíî-

ãî àíàëèçà, óòâåðæäåíèå îá îñòàíîâêå ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ

êëàñòåð-àíàëèçà. Íà îñíîâå ëåììû Íåéìàíà — Ïèðñîíà ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä äèà-

ãíîñòèêè ñóùåñòâóåò è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå êëàññàì. Åñëè ïëîòíîñòè íåèçâåñòíû, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü èõ íåïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè

ïî îáó÷àþùèì âûáîðêàì. ×àñòî èñïîëüçóþò òàêîé ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè,

êàê «âåðîÿòíîñòü (èëè äîëÿ) ïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè (äèàãíîñòèêè)»; ÷åì ýòîò ïîêàçàòåëü áî-

ëüøå, òåì àëãîðèòì ëó÷øå. Ïîêàçàíà íåöåëåñîîáðàçíîñòü ïîâñåìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîêà-

çàòåëÿ è îáîñíîâàí äðóãîé — «ïðîãíîñòè÷åñêàÿ ñèëà», ïîëó÷åííàÿ ïóòåì ïåðåñ÷åòà íà ìîäåëü

ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà. Îñòàíîâêà ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ èòåðàöèîííûõ

àëãîðèòìîâ êëàñòåð-àíàëèçà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå ìåòîäà k-ñðåäíèõ. Ýòè ðåçóëüòàòû

ÿâëÿþòñÿ âûæíûìè â òåîðèè êëàññèôèêàöèè, îíè äîëæíû áûòü èçâåñòíû êàæäîìó ñïåöèàëèñòó,

ðàçâèâàþùåìó ýòó òåîðèþ èëè ïðèìåíÿþùåìó åå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êëàññèôèêàöèè; ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà; ïðèêëàä-

íàÿ ñòàòèñòèêà; äèàãíîñòèêà; äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç; ëåììà Íåéìàíà – Ïèðñîíà; ïîêàçàòåëü

êà÷åñòâà àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè; âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè; ïðîãíîñòè÷åñêàÿ

ñèëà; êëàñòåð-àíàëèç; îñòàíîâêà èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà; ìåòîä k-ñðåäíèõ.

Ìåòîäû êëàññèôèêàöèè — íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, èíòåðåñíàÿ òåîðå-

òè÷åñêè è âàæíàÿ ïðàêòè÷åñêè. Îáçîðû ýòîé íàó÷íîé

îáëàñòè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [1 – 3]. Ìíîãèå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè îòíîñÿòñÿ ê íåïà-

ðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêå [4] è ê íå÷èñëîâîé ñòàòè-

ñòèêå [5], ò.å. ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëåìîé ñîñòàâíîé ÷à-

ñòüþ îñíîâíîãî ïîòîêà ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ èññëå-

äîâàíèé, ïîðîæäåííûõ íîâîé ïàðàäèãìîé ïðèêëàäíîé

ñòàòèñòèêè [6].

Â ìíîãîîáðàçèè ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé

òåîðèè êëàññèôèêàöèè âûäåëèì òðè: îïòèìàëüíûé

ìåòîä äèàãíîñòèêè (äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà), àäå-

êâàòíûé ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà àëãîðèòìà äèñêðè-

ìèíàíòíîãî àíàëèçà, äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè èòå-

ðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ êëàñòåð-àíàëèçà. Ïî íàøåé

îöåíêå, ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â òåîðèè

êëàññèôèêàöèè.

Îïòèìàëüíûé ìåòîä äèàãíîñòèêè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèàãíîñòèêè ñ äâóìÿ êëàññà-

ìè. Ðåøåíèå ïðèíèìàþò ïî îñíîâå çíà÷åíèÿ x — ýëå-

ìåíòà íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýëåìåíòû ïåðâîãî

êëàññà èìåþò ïëîòíîñòü f (x ), ýëåìåíòû âòîðîãî —

ïëîòíîñòü g (x ). Ïîñòóïàåò íà ðàññìîòðåíèå íîâûé

îáúåêò ñî çíà÷åíèåì X. Ê êàêîìó êëàññó åãî îòíåñòè?

Çàäà÷ó äèàãíîñòèêè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü

â òåðìèíàõ òåîðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïî-

òåç. Ïóñòü ñîãëàñíî íóëåâîé ãèïîòåçå H0 ðåçóëüòàò

íàáëþäåíèÿ X èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f (x ), à ñîãëàñíî àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå H1 — ñ ïëîò-

íîñòüþ g (x ). Îòíåñåíèå X ê ïåðâîìó êëàññó ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðèíÿòèþ ãèïîòåçû H0 (è îòêëîíåíèþ ãèïîòå-

çû H1), à îòíåñåíèå X êî âòîðîìó êëàññó — ïðèíÿòèþ

ãèïîòåçû H1 (è îòêëîíåíèþ ãèïîòåçû H0).

Â òåîðèè ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç âû-

ÿâëåíà âàæíàÿ ðîëü êðèòåðèÿ îòíîøåíèÿ ïðàâäî-

ïîäîáèÿ (ñì., íàïðèìåð, [7]). Ñòàòèñòèêà ýòîãî êðèòå-

ðèÿ èìååò âèä

Q (x ) = f (x )�g (x ). (1)

Ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè

ñ ïîðîãîì Ñ çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ Q (X ),
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ðàññ÷èòàííîãî äëÿ ïîñòóïèâøåãî íà ðàññìîòðåíèå íî-

âîãî îáúåêòà ñî çíà÷åíèåì X. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

Q (X ) > C, òî X îòíîñÿò ê ïåðâîìó êëàññó, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå — êî âòîðîìó.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ çäðàâîãî ñìûñëà êðèòåðèé îòíî-

øåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, êàê îò-

íîøåíèå øàíñîâ (âåðîÿòíîñòåé) íà òî (òîãî), ÷òî íî-

âûé îáúåêò ñî çíà÷åíèåì X îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó èëè

êî âòîðîìó êëàññó ñîîòâåòñòâåííî. Âàæíî, ÷òî ñîãëàñ-

íî ëåììå Íåéìàíà – Ïèðñîíà ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëåå ìîùíûì ñðåäè âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòå-

ðèåâ, èìåþùèõ îäèí è òîò æå çàäàííûé óðîâåíü çíà-

÷èìîñòè (ïîíÿòèÿ «óðîâåíü çíà÷èìîñòè» è «ìîùíîñòü

êðèòåðèÿ» — áàçîâûå â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå).

(Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîä òåðìèíîì «ëåììà» ïîíèìàþò

âåðíîå èëè äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå, ïîëåçíîå íå ñàìî

ïî ñåáå, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äðóãèõ óòâåðæäåíèé.

Îäíàêî ëåììà Íåéìàíà – Ïèðñîíà — îñíîâíîé ðå-

çóëüòàò ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, âàæíûé ñàì ïî

ñåáå. Ïîýòîìó ëåììó Íåéìàíà – Ïèðñîíà ÷àñòî íà-

çûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ëåììîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòàòèñòèêè.)

Èòàê, îïòèìàëüíûé ìåòîä äèàãíîñòèêè ñóùå-

ñòâóåò è çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèêè Q (X ) (ñì.

ôîðìóëó (1)).

Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äèàã-

íîñòèêè ïëîòíîñòè f (x ) è g (x ) îáû÷íî íåèçâåñòíû.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñòðîÿò ïðàâèëî äèàãíîñòèêè íà îñíî-

âå îáó÷àþùèõ âûáîðîê. À èìåííî, ïðåäïîëàãàþò, ÷òî

èìåþòñÿ m îáúåêòîâ èç ïåðâîãî êëàññà (îáó÷àþùàÿ

âûáîðêà äëÿ ïåðâîãî êëàññà) è n îáúåêòîâ èç âòîðîãî

êëàññà (îáó÷àþùàÿ âûáîðêà äëÿ âòîðîãî êëàññà). Â âå-

ðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ïðèíèìàþò, ÷òî

îáó÷àþùóþ âûáîðêó ìîæíî ìîäåëèðîâàòü êàê ñîâî-

êóïíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ îáúåêòîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîòíîñòüþ.

Ðàçâèòû íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ñîñòîÿòåëüíîãî

îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè [8, 9]. Ïóñòü f
m
(x )

è g
n
(x ) — ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïëîòíîñòåé f (x )

è g (x ) ñîîòâåòñòâåííî ïî îáó÷àþùèì âûáîðêàì.

Ðàññìîòðèì âûáîðî÷íûé àíàëîã ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ

îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

Q
mn

(x ) = f
m

(x )�g
n
(x ). (2)

Èç ñîñòîÿòåëüíîñòè f
m
(x ) è g

n
(x ) ñëåäóåò, ÷òî

Q
mn

(x ) äëÿ òîãî æå ýëåìåíòà x ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé

îöåíêîé Q (õ) ïðè áåçãðàíè÷íîì ðîñòå îáúåìîâ îáó-

÷àþùèõ âûáîðîê. Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè îáû÷íî âû-

ïîëíåííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

èç îïòèìàëüíîñòè êðèòåðèÿ îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäî-

áèÿ äëÿ ïîëíîñòüþ èçâåñòíûõ ïëîòíîñòåé âûòåêàåò

àñèìïòîòè÷åñêàÿ îïòèìàëüíîñòü âûáîðî÷íîãî àíàëîãà

ýòîãî êðèòåðèÿ, îñíîâàííîãî íà ñðàâíåíèè ñ ïîðîãîì

C çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè (2).

Â çàäà÷àõ äèàãíîñòèêè ñî ìíîãèìè êëàññàìè

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîò-

íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññàì, íàïðèìåð, ïðè ïî-

ñòàíîâêå çàäà÷è â òåðìèíàõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøà-

þùèõ ïðàâèë [10, 11]. Âî âñåõ òàêèõ ñëó÷àÿõ àñèìï-

òîòè÷åñêè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåì ïóòåì

çàìåíû íåèçâåñòíûõ ïëîòíîñòåé èõ ñîñòîÿòåëüíûìè

îöåíêàìè [8, 9].

Íàëè÷èå îïèñàííûõ âûøå îïòèìàëüíûõ è àñèìï-

òîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë äèàãíîñòèêè (äèñêðè-

ìèíàíòíîãî àíàëèçà, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ñ ó÷èòå-

ëåì) íå îçíà÷àåò, ÷òî íå ñëåäóåò ðàçðàáàòûâàòü íîâûå

àëãîðèòìû äèàãíîñòèêè, íàïðèìåð, èñõîäÿ èç íåîáõî-

äèìîñòè ñîêðàùåíèÿ ìàøèííîé ïàìÿòè è âðåìåíè íà

ðàñ÷åòû. Íà íàø âçãëÿä, ñëåäóåò ñðàâíèâàòü íîâûå

àëãîðèòìû ñ èçâåñòíûìè îïòèìàëüíûìè è àñèìï-

òîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè àëãîðèòìàìè ïî òåì èëè

èíûì ïîêàçàòåëÿì êà÷åñòâà.

Ïðîãíîñòè÷åñêàÿ ñèëà — àäåêâàòíûé ïîêàçàòåëü

êà÷åñòâà àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè

×àñòî èñïîëüçóþò òàêîé ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà àëãî-

ðèòìà äèàãíîñòèêè, êàê «âåðîÿòíîñòü (èëè äîëÿ) ïðà-

âèëüíîé êëàññèôèêàöèè (äèàãíîñòèêè)» [12, 13]; ÷åì

ýòîò ïîêàçàòåëü áîëüøå, òåì àëãîðèòì ëó÷øå. Ïîêà-

æåì íåöåëåñîîáðàçíîñòü ïîâñåìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿ

ýòîãî ïîêàçàòåëÿ è îáîñíóåì äðóãîé — «ïðîãíîñòè÷å-

ñêóþ ñèëó», íàéäåííóþ ïóòåì ïåðåñ÷åòà íà ìîäåëü

ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà.

Ïðèâåäåì èñïîëüçóåìóþ â äàëüíåéøåì âåðîÿòíî-

ñòíî-ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü äèàãíîñòèêè. Ïóñòü

êëàññèôèöèðóåìûå îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ ïåðåìåí-

íûìè x, ëåæàùèìè â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå Z, äâà

êëàññà — ýòî äâà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñ ïëîò-

íîñòÿìè f (x ) è g (x ), x & Z, ñîîòâåòñòâåííî; åñëè Z

äèñêðåòíî, òî ïîä f (x ) è g (x ) ïîíèìàåì íå ïëîòíîñòè,

à âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â òî÷êó x.

Òèïè÷íàÿ ñõåìà ðàçðàáîòêè êîíêðåòíîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìåòîäà äèàãíîñòèêè òàêîâà. Ñ ïîìîùüþ

ñïåöèàëèñòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèêëàäíîé îáëàñòè

ñîñòàâëÿþò äâå îáó÷àþùèå âûáîðêè — îáúåìà m0 èç

ïåðâîãî êëàññà è îáúåìà n0 èç âòîðîãî êëàññà. Íà èõ

îñíîâå îïðåäåëÿþò ðåøàþùåå ïðàâèëî A: Z � {1, 2},

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòó íàáëþäåíèÿ x & Z

íîìåð êëàññà, ê êîòîðîìó åãî ñëåäóåò îòíåñòè. Êà÷å-

ñòâî ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîâåðÿþò ïî êîíòðîëüíîé

âûáîðêå, ñîñòîÿùåé èç m ýëåìåíòîâ ïåðâîãî êëàññà è

n ýëåìåíòîâ âòîðîãî. Ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè óäîáíî

çàïèñàòü â âèäå, ïðåäñòàâëåííîì â òàáëèöå. ßñíî, ÷òî

î êà÷åñòâå àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè, ò.å. ðåøàþùåãî

ïðàâèëà A, íàäî ñóäèòü íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

Åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ê = a�m è ë = d�n — äîëè

ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè â ïåðâîì è âî âòîðîì

êëàññàõ.

Äîëÿ ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè

% # ' # $	

�

�

	 �

a d

m n

1 2
,

ãäå ð1 = m�(m + n) è ð2 = n�(m + n) — àïðèîðíûå äîëè

ïåðâîãî è âòîðîãî êëàññîâ. Î÷åâèäíî, ð1 + ð2 = 1.
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Â âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ðå÷ü èäåò îá àïðèîðíûõ

âåðîÿòíîñòÿõ êëàññîâ. Óäîáíî è â ñòàòèñòè÷åñêîé (ñì.

òàáëèöó), è â âåðîÿòíîñòíîé ïîñòàíîâêàõ èñïîëüçî-

âàòü åäèíûé òåðìèí «äîëÿ», ïîñêîëüêó ýòî íå ïðèâî-

äèò ê íåäîðàçóìåíèÿì.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà

min(m0, n0) �", ò.å. ïëîòíîñòè f è g ìîæíî ñ÷èòàòü

èçâåñòíûìè. Ïðè ïðèìåíåíèè òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ

ðåøåíèé ê çàäà÷àì äèàãíîñòèêè [13] ñ÷èòàþòñÿ èç-

âåñòíûìè òàêæå àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ è ïî-

òåðè C ( j |i ) îò îøèáî÷íîé äèàãíîñòèêè — îò îòíå-

ñåíèÿ îáúåêòà i-ãî êëàññà ê êëàññó ñ íîìåðîì j. Äîêà-

çàíî (ïðè ëþáîì ÷èñëå êëàññîâ), ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà

âñå ïîòåðè C ( j|i ) ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ìèíèìèçàöèÿ

ñóììàðíûõ ïîòåðü ýêâèâàëåíòíà ìàêñèìèçàöèè âåðî-

ÿòíîñòè ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè [13], ñîñòîÿòåëüíîé

îöåíêîé êîòîðîé ñëóæèò ì. Âèäèìî, ýòîò ôàêò âìåñòå

ñ âû÷èñëèòåëüíîé ïðîñòîòîé è íàãëÿäíîñòüþ ïîêàçà-

òåëÿ ì ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿ

äîëè (âåðîÿòíîñòè) ïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè ì êàê

ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè.

Îïòèìàëüíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî ïðè ñîâïàäàþ-

ùèõ ïîòåðÿõ C (1|2) = C (2|1) òàêîâî: åñëè

f x

g x

( )

( )

( )

( )
,(

"

"

#

#

2

1

(3)

òî x îòíîñÿò ê ïåðâîìó êëàññó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå —

êî âòîðîìó; çäåñü ð1(") è ð2(") — àïðèîðíûå âåðîÿò-

íîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî êëàññîâ ñîîòâåòñòâåííî. Êàê

ïîêàçàíî âûøå, åñëè èñõîäèòü èç äðóãîé îïòèìèçàöè-

îííîé ïîñòàíîâêè (èç ìèíèìèçàöèè îøèáêè âòîðîãî

ðîäà ïðè îãðàíè÷åíèè íà óðîâåíü çíà÷èìîñòè), ëåììà

Íåéìàíà – Ïèðñîíà òàêæå äàåò ïðàâèëî, îñíîâàííîå

íà îòíîøåíèè ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé. Â áîëü-

øèíñòâå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íå-

èçâåñòíû. Îäíàêî ïðè min(m0, n0) �" èõ ìîæíî çà-

ìåíèòü ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè, íàïðèìåð, íå-

ïàðàìåòðè÷åñêèìè ÿäåðíûìè îöåíêàìè ïëîòíîñòè

[8, 9, 14], è ïîëó÷èòü óíèâåðñàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêè

îïòèìàëüíîå ïðàâèëî äèàãíîñòèêè, ñ êîòîðûì íåîá-

õîäèìî ñðàâíèâàòü âñå äðóãèå ïðàâèëà äèàãíîñòèêè

[1, 15]. Âûáîð äðóãèõ ïðàâèë äèàãíîñòèêè äëÿ ðåøå-

íèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ äîëæåí áûòü îáîñ-

íîâàí ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäà÷å êðèòåðèÿìè, íàïðè-

ìåð, áûñòðîäåéñòâèÿ àëãîðèòìîâ è îáúåìîâ èìåþ-

ùåéñÿ èíôîðìàöèè [16].

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà àïðèîðíàÿ

âåðîÿòíîñòü îäíîãî èç êëàññîâ ñóùåñòâåííî áîëüøå

àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äðóãîãî, ïðàâèëî (3) ìîæåò

ëþáîå íàáëþäåíèå îòíîñèòü ê êëàññó ñ íàèáîëüøåé

àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Ðàçáåðåì ñèòóàöèþ ïîäðîáíåå. Ïóñòü èìååòñÿ íå-

êîòîðûé àëãîðèòì äèàãíîñòèêè íà äâà êëàññà ñ äîëÿìè

ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè ê — â ïåðâîì êëàññå è ë —

âî âòîðîì. Ñðàâíèì åãî ñ äâóìÿ òðèâèàëüíûìè àëãî-

ðèòìàìè äèàãíîñòèêè. Ïåðâûé òðèâèàëüíûé àëãîðèòì

îòíîñèò âñå êëàññèôèöèðóåìûå îáúåêòû ê ïåðâîìó

êëàññó, äëÿ íåãî ê = 1 è ë = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ì = ð1.

Âòîðîé òðèâèàëüíûé àëãîðèòì îòíîñèò âñå êëàññèôè-

öèðóåìûå îáúåêòû êî âòîðîìó êëàññó, äëÿ íåãî ê = 0 è

ë = 1, ñëåäîâàòåëüíî, ì = ð2.

Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà àëãîðèòìà äèàã-

íîñòèêè èñïîëüçóåì äîëþ ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè ì.

Êîãäà ïåðâûé òðèâèàëüíûé àëãîðèòì ëó÷øå èñõîä-

íîãî? Êîãäà ð1 > êð1 + ëð2, ò.å.

$

' $

#

1
1

� �

)

(ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ð1 + ð2 = 1). Êîãäà âòîðîé òðè-

âèàëüíûé àëãîðèòì ëó÷øå èñõîäíîãî? Êîãäà ð2 >

> êð1 + ëð2, ò.å.

#

$

' $

1

1

1
)

�

� �

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî àëãîðèòìà

äèàãíîñòèêè ñóùåñòâóþò ãðàíèöû d (1) è d (2) äëÿ

äîëè ïåðâîãî êëàññà ð1 â îáúåäèíåííîé êîíòðîëüíîé

âûáîðêå òàêèå, ÷òî ïðè ð1 < d (1) ðàññìàòðèâàåìûé àë-

ãîðèòì õóæå âòîðîãî òðèâèàëüíîãî àëãîðèòìà, à ïðè

ð1 > d (2) îí õóæå ïåðâîãî òðèâèàëüíîãî àëãîðèòìà.

Ðàçîáðàííàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Â êîíêðåòíîé ïðèêëàäíîé ìåäèöèíñêîé çàäà÷å âåëè-

÷èíà ì îêàçàëàñü áîëüøå äëÿ òðèâèàëüíîãî ïðîãíîçà,

ñîãëàñíî êîòîðîìó ó âñåõ áîëüíûõ òå÷åíèå çàáîëåâà-

íèÿ (èíôàðêòà ìèîêàðäà) áóäåò áëàãîïðèÿòíî. Òðèâè-

àëüíûé ïðîãíîç ñðàâíèâàëñÿ ñ àëãîðèòìîì âûäåëåíèÿ

áîëüíûõ ñ ïðîãíîçèðóåìûì òÿæåëûì òå÷åíèåì çà-

áîëåâàíèÿ. Îí áûë ðàçðàáîòàí ãðóïïîé ìàòåìàòèêîâ

è êàðäèîëîãîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì È. Ì. Ãåëüôàíäà.

Ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãîðèòìà ñ ìåäèöèíñêîé òî÷êè

çðåíèÿ âïîëíå îïðàâäàíî [17 – 19]. Èòàê, ïî äîëå

ïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè ì àëãîðèòì ãðóïïû

È. Ì. Ãåëüôàíäà îêàçàëñÿ õóæå òðèâèàëüíîãî — îáú-

ÿâèòü âñåõ ïàöèåíòîâ ëåãêîáîëüíûìè, ò.å. íå òðåáó-

þùèìè ñïåöèàëüíîãî íàáëþäåíèÿ. Ýòîò âûâîä î÷å-

âèäíî íåëåï. È ïðè÷èíà ïîÿâëåíèÿ íåëåïîñòè âïîëíå

ïîíÿòíà. Õîòÿ äîëÿ òÿæåëîáîëüíûõ íåâåëèêà, íî ñìåð-

òåëüíûå èñõîäû ñîñðåäîòî÷åíû èìåííî â ýòîé ãðóïïå

áîëüíûõ. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíà ãèïåðäèàãíîñ-

òèêà — ðàöèîíàëüíåå ÷àñòü ëåãêîáîëüíûõ îáúÿâèòü

òÿæåëîáîëüíûìè, ÷åì ñäåëàòü îøèáêó â ïðîòèâî-

ïîëîæíóþ ñòîðîíó.

Ïîýòîìó ìû ïîëàãàåì, ÷òî èñïîëüçîâàòü â êà÷å-

ñòâå ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè äîëþ

ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè ì íåöåëåñîîáðàçíî.

Ðàáîòû ãðóïïû È. Ì. Ãåëüôàíäà [17 – 19] ïîêàçû-

âàþò òàêæå, ÷òî òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé íå

ìîæåò áûòü îñíîâîé äëÿ âûáîðà ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà

äèàãíîñòèêè, ïðèìåíåíèå åå òðåáóåò çíàíèÿ ïîòåðü îò

îøèáî÷íîé äèàãíîñòèêè. Â áîëüøèíñòâå æå íàó÷íî-

òåõíè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ îïðåäåëèòü ïîòå-

ðè, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñëîæíî, â ÷àñòíîñòè, èç-çà íå-

îáõîäèìîñòè îöåíèâàòü ÷åëîâå÷åñêóþ æèçíü â äåíåæ-

íûõ åäèíèöàõ. Ïî ýòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì ýòî, íà

íàø âçãëÿä, íåäîïóñòèìî. Ñêàçàííîå íå îçíà÷àåò îòðè-
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öàíèÿ ïîëüçû ñòðàõîâàíèÿ, íî, î÷åâèäíî, ñòðàõîâûå

âûïëàòû ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ëèøü êàê ñïîñîá ïåð-

âîíà÷àëüíîãî ñìÿã÷åíèÿ ïîòåðü îò óòðàòû áëèçêèõ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíåíèå òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ

ðåøåíèé â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå âðÿä ëè âîç-

ìîæíî, ïîñêîëüêó îöåíèòü êîëè÷åñòâåííî ïîòåðè îò

ñìåðòè áîëüíîãî íåëüçÿ ïî ýòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì.

Ñ öåëüþ ïîèñêà ïðèåìëåìîãî ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà

äèàãíîñòèêè ðàññìîòðèì [20] øèðîêî èçâåñòíóþ ïà-

ðàìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü (ìîäåëü ëè-

íåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà), â êîòîðîé Z —

êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, f (x ) è g (x ) — ìíîãî-

ìåðíûå íîðìàëüíûå ïëîòíîñòè ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè

îæèäàíèÿìè m1 è m2 ñîîòâåòñòâåííî è ñîâïàäàþùèìè

êîâàðèàöèîííûìè ìàòðèöàìè Ó. Òîãäà ïðè ïðîèçâîëü-

íûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòÿõ è ïîòåðÿõ îïòèìàëüíîå

ðåøàþùåå ïðàâèëî îïðåäåëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ

H x x

m m

( ) 	 �

��

�



�

�

�
1 2

2

ò

Ó–1(m1 – m2) = C, x & Z,

ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò îò àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé

êëàññîâ ð1(") è ð2("), à òàêæå îò ïîòåðü C (1|2) è

C (2|1) [10, ñ. 186]. Îñíîâíîé ïàðàìåòð ìîäåëè — ðàñ-

ñòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà ìåæäó êëàññàìè

d = {(m1 – m2)
òÓ–1(m1 – m2)}

1�2.

(Âåëè÷èíó d
2 íåëüçÿ íàçûâàòü «ðàññòîÿíèåì», êàê ýòî

äåëàåòñÿ â [10, ñ. 187], ïîñêîëüêó äëÿ d
2 íå âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Âñåì àêñèîìàì, çàäàþùèì

ìåòðèêó, óäîâëåòâîðÿåò d.)

×åðåç d è C�d âûðàæàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïðàâèëü-

íîé äèàãíîñòèêè ê(") è ë("), ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäåëàìè

ïðè min(m, n) �" ðàíåå ââåäåííûõ äîëåé ê è ë. Åñëè

X — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ îïèñàííîé âûøå ïëîò-

íîñòüþ f (x ), òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà H (X ) èìååò íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

d
2�2 è äèñïåðñèåé d

2. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Y ñ ïëîòíîñòüþ g (x ) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

H (Y ) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì (–d
2�2) è äèñïåðñèåé d

2 [10, ñ. 187].

Ïîýòîìó

'( ) [ ( ) ] ," 	 ( 	 �

�

�



�

�

�P H X C

d C

d

Ô
2

$( ) [ ( ) ] ," 	 � 	 �

�

�



�

�

�P H Y C

d C

d

Ô
2

(4)

ãäå Ô(x ) — ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 0 è äèñïåð-

ñèåé 1. Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ïîòåðÿõ C (1|2) è

C (2|1) è ëþáûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòÿõ ð1 è ð2 ïðè

èñïîëüçîâàíèè îïòèìàëüíîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà

âåëè÷èíà

d0 = Ô–1(ê(")) + Ô–1(ë("))

ïîñòîÿííà è ðàâíà d, ãäå Ô–1( y ) — ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ

ê Ô(x ). Ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî ðàññòîÿíèå Ìàõàëàíî-

áèñà d öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó ðàçëè-

÷èÿ ìåæäó êëàññàìè, çàäàííûìè ïëîòíîñòÿìè ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî âèäà. ×òîáû âûðàçèòü ìåðó ðàçëè÷èÿ â

òåõ æå åäèíèöàõ, ÷òî è âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîé äèàã-

íîñòèêè, ââåäåì «ïðîãíîñòè÷åñêóþ ñèëó»

ä = Ô(d�2),

ïðè C = 0 ðàâíóþ ñîâïàäàþùèì çíà÷åíèÿì ïðàâèëü-

íîé äèàãíîñòèêè ê(") è ë(") èç (4).

Ïðåäëàãàåì â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà ïðîèç-

âîëüíîãî àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè èñïîëüçîâàòü ýìïè-

ðè÷åñêóþ ïðîãíîñòè÷åñêóþ ñèëó

ä* = Ô(d*�2), (5)

ãäå d* = Ô–1(ê) + Ô–1(ë) — (6)

âûáîðî÷íàÿ îöåíêà ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëàíîáèñà; äîëè ê

è ë ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè â êëàññàõ îïðåäåëåíû ïî

äàííûì òàáëèöû. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî âçâåøåííîãî

ïî àïðèîðíûì äîëÿì êëàññîâ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷å-

ñêîãî ì äîëåé ê è ë ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè â êëàññàõ

ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü èõ ñðåäíåå ïî Êîëìîãîðîâó ñ

âåñîâîé ôóíêöèåé Ô–1 (î ñðåäíèõ ïî Êîëìîãîðîâó ñì.,

íàïðèìåð, [5]).

Åñëè êëàññû îïèñûâàþòñÿ âûáîðêàìè èç ìíîãî-

ìåðíûõ íîðìàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ñ îäèíàêîâûìè

ìàòðèöàìè êîâàðèàöèé, à äëÿ êëàññèôèêàöèè ïðèìå-

íÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíòíûé

àíàëèç Ð. Ôèøåðà [10, 20], òî âåëè÷èíà d* ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé ñîñòîÿòåëüíóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ îöåíêó ðàñ-

ñòîÿíèÿ Ìàõàëàíîáèñà ìåæäó äâóìÿ ðàññìàòðèâàåìû-

ìè ñîâîêóïíîñòÿìè, ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò ïîðîãîâî-

ãî çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî êîíêðåòíîå ðåøàþùåå

ïðàâèëî. Â îáùåì ñëó÷àå ïîêàçàòåëü d* ââîäèòñÿ êàê

ýâðèñòè÷åñêèé.

Ïðèìåð. Åñëè ê = 0,90 è ë = 0,80, òî Ô–1(ê) = 1,28 è

Ô–1(ë) = 0,84, îòêóäà d* = 2,12 è ýìïèðè÷åñêàÿ ïðîãíî-

ñòè÷åñêàÿ ñèëà ä* = Ô–1(1,06) = 0,86. Ïðè ýòîì äîëÿ

ïðàâèëüíîé äèàãíîñòèêè ì ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå

çíà÷åíèÿ ìåæäó 0,80 è 0,90, â çàâèñèìîñòè îò äîëåé

êëàññîâ â îáúåäèíåííîé ñîâîêóïíîñòè ð
i
, i = 1, 2;

ð1 + ð2 = 1.

Èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ä*, ðàç-

ðàáîòàíû ìåòîäû ðàñ÷åòà äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ

ïðîãíîñòè÷åñêîé ñèëû ïî äàííûì òàáëèöû [21, 22].

Êàê ïðîâåðèòü îáîñíîâàííîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðî-

ãíîñòè÷åñêîé ñèëû, ò.å. äîïóñòèìîñòü ïåðåñ÷åòà íà

ìîäåëü ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà? Â ðÿäå

ïðèêëàäíûõ çàäà÷ äèàãíîñòèêè âû÷èñëÿþò çíà÷åíèå

íåêîòîðîãî ïðîãíîñòè÷åñêîãî èíäåêñà (ôàêòîðà, ïåðå-
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Ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè

Äèàãíîñòèðóåìûå

ýëåìåíòû

×èñëî

ýëåìåíòîâ

Îòíåñåíî

ê ïåðâîìó êëàññó

Îòíåñåíî êî

âòîðîìó êëàññó

Ïåðâîãî êëàññà m a b

Âòîðîãî êëàññà n c d



ìåííîé) ó è ðåøåíèå ïðèíèìàþò íà îñíîâå åãî ñðàâíå-

íèÿ ñ íåêîòîðûì çàäàííûì ïîðîãîì ñ. Îáúåêò îòíîñÿò

ê ïåðâîìó êëàññó, åñëè y � c, êî âòîðîìó, åñëè y > c.

Ïðîãíîñòè÷åñêèé èíäåêñ — ýòî îáû÷íî ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ îò õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåê-

òîâ, äðóãèìè ñëîâàìè, îò êîîðäèíàò âåêòîðîâ, îïèñû-

âàþùèõ îáúåêòû. Âîçüìåì äâà çíà÷åíèÿ ïîðîãà — c1 è

c2. Åñëè êëàññû îïèñûâàþòñÿ âûáîðêàìè èç ìíîãîìåð-

íûõ íîðìàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ñ îäèíàêîâûìè ìàò-

ðèöàìè êîâàðèàöèé, à äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîñòè÷å-

ñêîãî èíäåêñà ïðèìåíÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé ëèíåéíûé

äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç Ð. Ôèøåðà, äðóãèìè ñëîâà-

ìè, åñëè ïåðåñ÷åò íà ìîäåëü ëèíåéíîãî äèñêðèìè-

íàíòíîãî àíàëèçà îáîñíîâàí, òî, êàê ìîæíî ïîêàçàòü,

«ïðîãíîñòè÷åñêèå ñèëû» äëÿ îáîèõ ïðàâèë ñîâïàäà-

þò: ä(c1) = ä(c2). Âûïîëíåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî

ïðîâåðèòü êàê ñòàòèñòè÷åñêóþ ãèïîòåçó. Åñëè ýòà ãè-

ïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ, òî öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçî-

âàíèÿ ïðîãíîñòè÷åñêîé ñèëû ïîäòâåðæäàåòñÿ, è åñòü

îñíîâàíèÿ çíà÷åíèå ä*(c1) 
 ä*(c2) ðàññìàòðèâàòü êàê

îáúåêòèâíóþ îöåíêó êà÷åñòâà àëãîðèòìà äèàãíîñòèêè.

Åñëè æå ðàññìàòðèâàåìàÿ ãèïîòåçà îòêëîíÿåòñÿ, ò.å.

çíà÷åíèÿ ä*(c1) è ä*(c2) ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, òî ïåðå-

ñ÷åò íà ìîäåëü ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà

è èñïîëüçîâàíèå ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëàíîáèñà äëÿ èç-

ìåðåíèÿ ðàçëè÷èÿ êëàññîâ è ïðîãíîñòè÷åñêîé ñèëû

êàê ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà äèàãíîñòèêè íåêîððåêòíû.

Ñïîñîá ïðîâåðêè, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé

ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû ä(c1) = ä(c2), âêëþ-

÷àÿ àëãîðèòìû ðàñ÷åòîâ, ðàçðàáîòàí â [21, 22].

Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ

êëàñòåð-àíàëèçà

Ñíà÷àëà îáñóäèì îäèí èç øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ

ìåòîäîâ êëàñòåð-àíàëèçà — ìåòîä k-ñðåäíèõ. Îí ïðåä-

íàçíà÷åí äëÿ ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ýëåìåí-

òîâ (îáúåêòîâ èëè ïðèçíàêîâ) x1, x2, ..., x
n
, ëåæàùèõ â

íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå Z, íà k êëàñòåðîâ. Îïèøåì

åãî â ïðåäëàãàåìîé íàìè îáùåé ôîðìóëèðîâêå.

Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè f:

Z
2
� [0, +") â ïðîñòðàíñòâå Z, èìåþùåé ñìûñë ïîêà-

çàòåëÿ ðàçëè÷èÿ (ìåðû áëèçîñòè, ðàññòîÿíèÿ), ò.å. ÷åì

ýëåìåíòû x è y äàëüøå îòñòîÿò äðóã îò äðóãà (â ñìûñ-

ëå, ïðèíÿòîì â ïðåäìåòíîé îáëàñòè), òåì f (x, y ) áîëü-

øå, ïðè÷åì f (x, x ) = 0 äëÿ ëþáîãî x èç Z.

Ìåòîä k-ñðåäíèõ — èòåðàöèîííûé. Êàæäàÿ èòå-

ðàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ — ðàñïðåäåëåíèÿ ýëå-

ìåíòîâ x1, x2, ..., x
n

ïî k êëàñòåðàì (ïåðâûé øàã) è ðàñ-

÷åòå öåíòðîâ êëàñòåðîâ (âòîðîé øàã).

Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ïåðåä íà÷àëîì ïåðâîãî

øàãà — öåíòðû k êëàñòåðîâ, ò.å. òî÷êè a1, a2, ..., a
k

ïðîñòðàíñòâà Z. Äëÿ êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ x1, x2, ..., x
n

íàõîäèì áëèæàéøèé öåíòð. Äëÿ êàæäîãî èç öåíòðîâ

ôîðìèðóåì êëàñòåð, ñîñòîÿùèé èç òåõ ýëåìåíòîâ

x1, x2, ..., x
n
, êîòîðûå áëèæå ê ýòîìó öåíòðó, ÷åì ê äðó-

ãèì öåíòðàì. Äëÿ ñòðîãîñòè óòî÷íèì: åñëè íåêèé ýëå-

ìåíò íàõîäèòñÿ íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò íåñêîëüêèõ

öåíòðîâ, òî îòíîñèì åãî ê êëàñòåðó, öåíòð êîòîðîãî

èìååò íàèìåíüøèé íîìåð.

Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ïåðåä íà÷àëîì âòîðîãî

øàãà èòåðàöèè — ðàçáèåíèå íà k êëàñòåðîâ (ïîëó÷åí-

íîå íà ïåðâîì øàãå). Íà êàæäîì øàãå ðàññ÷èòûâàåì

åãî öåíòð. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîëîãèåé ñòàòèñòèêè

îáúåêòîâ íå÷èñëîâîé ïðèðîäû [5] â êà÷åñòâå öåíòðà

êëàñòåðà èñïîëüçóåì ýìïèðè÷åñêîå ñðåäíåå ýëåìåí-

òîâ, âêëþ÷åííûõ â êëàñòåð. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êëà-

ñòåðà A â êà÷åñòâå öåíòðà èñïîëüçóåì ðåøåíèå îïòè-

ìèçàöèîííîé çàäà÷è

f A y f x y

x A
y Z

( , ) ( , ) min.	 �

&
&

* (7)

Ïðèâåäåì ïðèìåðû [23]. Åñëè Z — êîíå÷íîìåð-

íîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, f (x, y ) — êâàäðàò åâêëè-

äîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè x è y, òî ðåøåíèåì

çàäà÷è (7) ÿâëÿåòñÿ öåíòð òÿæåñòè òî÷åê, âêëþ÷åííûõ

â êëàñòåð. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ýòîì ïðîñòðàíñòâå

íàäî âçÿòü çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê, âêëþ÷åííûõ

â êëàñòåð, è ðàññ÷èòàòü èõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå.

Ýòî è áóäåò çíà÷åíèåì ïåðâîé êîîðäèíàòû èñêîìîãî

öåíòðà. Åñëè æå f (x, y ) — áëî÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

òî÷êàìè x è y, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (7) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà,

êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîé — âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà

äëÿ òî÷åê, âêëþ÷åííûõ â êëàñòåð. Åñëè Z — òî èëè

èíîå ïðîñòðàíñòâî áèíàðíûõ îòíîøåíèé, f (x, y ) —

ðàññòîÿíèå Êåìåíè, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (7) ÿâëÿåòñÿ

ìåäèàíà Êåìåíè.

Çàìå÷àíèå. Åñëè Z = R
k — êîíå÷íîìåðíîå åâ-

êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òî åãî òî÷êè ìîæíî îáîçíà÷èòü

x = (x1, x2, ..., x
k
) è y = ( y1, y2, ..., y

k
). Áëî÷íîå ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó òî÷êàìè x è y èìååò âèä

f x y x y
i i

i k

( , ) | |.	 �

� �

*

1

Åñëè Z — òî èëè èíîå ïðîñòðàíñòâî áèíàðíûõ îòíî-

øåíèé, òî åãî òî÷êè îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûìè ìàòðè-

öàìè èç 0 è 1 çàäàííîãî ïîðÿäêà k. Èõ ìîæíî îáîçíà-

÷èòü x = |x
ij

| è y = | y
ij

|. Ðàññòîÿíèå Êåìåíè ìåæäó

òî÷êàìè x è y èìååò âèä

f x y x y
ij ij

i j k

( , ) | |.

,

	 �

� �

*

1

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) íàé-

äåíû â ñòàòèñòèêå îáúåêòîâ íå÷èñëîâîé ïðèðîäû

[5, 23]. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (7) íå åäèíñòâåííî, òî

ïðàâèëà îäíîçíà÷íîãî âûáîðà öåíòðà êëàñòåðà äîëæ-

íû áûòü ñïåöèàëüíî óêàçàíû. Çäåñü íåò íåîáõîäèìî-

ñòè îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòèõ ïîäðîáíîñòÿõ.

Èòîãîì âòîðîãî øàãà èòåðàöèè ÿâëÿþòñÿ (íîâûå)

öåíòðû k êëàñòåðîâ.

Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Ñòðîèì (íî-

âûå) êëàñòåðû. Ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ïî (íîâûì)

êëàñòåðàì, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíèòñÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ

ðàñïðåäåëåíèåì â íà÷àëå ïðåäûäóùåé èòåðàöèè). Íà-

õîäèì äëÿ (íîâûõ) êëàñòåðîâ öåíòðû ñîãëàñíî ôîðìó-

ëå (7). Çàòåì — ñëåäóþùèé øàã.
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Äëÿ çàïóñêà àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ïåðåä íà÷àëîì

ïåðâîé èòåðàöèè òåì èëè èíûì ñïîñîáîì çàäàòü öåí-

òðû k êëàñòåðîâ. Ìîæíî âçÿòü ïåðâûå k èç ýëåìåíòîâ

x1, x2, ..., x
n
, èëè ñëó÷àéíî âûáðàòü k èç íèõ, èëè çàäàòü

k òî÷åê èç ïðîñòðàíñòâà Z (íàïðèìåð, ñòàðàÿñü ðàâíî-

ìåðíî îõâàòèòü åñòåñòâåííóþ îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïîä-

ëåæàùèõ êëàñòåðèçàöèè ýëåìåíòîâ), è ò.ä. Âëèÿíèå

íà÷àëüíîãî çàäàíèÿ ýëåìåíòîâ óìåíüøàåòñÿ ïðè óâå-

ëè÷åíèè ÷èñëà èòåðàöèé.

Ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà

k-ñðåäíèõ òàêîâà: îñòàíîâèòñÿ ëè ïðîöåññ èòåðàöèé?

Îñòàíîâêà âîçìîæíà, åñëè äëÿ íåêîòîðîé èòåðàöèè

«íîâûå» êëàñòåðû ñîâïàäóò ñî «ñòàðûìè», òîãäà è

«íîâûå» öåíòðû ñîâïàäóò ñî «ñòàðûìè».

Àïðèîðè åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî èòåðàöèîí-

íûé àëãîðèòì îñòàíîâèòñÿ, äàâ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà-

÷è êëàñòåð-àíàëèçà â ðàññìàòðèâàåìîé îáñòàíîâêå,

ëèáî èòåðàöèè ìîãóò ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî è òî-

ãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íàäî òåì

èëè èíûì ñïîñîáîì åãî îñòàíàâëèâàòü.

Îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ìîæåò áûòü ïîëó-

÷åí äâóìÿ ñïîñîáàìè — ýêñïåðèìåíòàëüíûì (ïóòåì

ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïî ðàññìàòðèâàåìîìó àëãîðèòìó

ïðè òåõ èëè èíûõ èñõîäíûõ äàííûõ) èëè òåîðåòè÷å-

ñêèì (ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåî-

ðåì).

Âî âñåõ ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ èòåðàöèîííûé àë-

ãîðèòì ìåòîäà k-ñðåäíèõ îñòàíàâëèâàëñÿ, ò.å. ýêñïåðè-

ìåíòû îáîñíîâûâàþò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èòå-

ðàöèîííûé àëãîðèòì îñòàíîâèòñÿ. Íî îãðàíè÷åííûé

ïðîøëûé îïûò íå äàåò ãàðàíòèé íà áóäóùåå, ñ åãî

ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ïðàâäîïîäîáíîå

óòâåðæäåíèå. Äëÿ ïîëíîé ãàðàíòèè íåîáõîäèìû ñòðî-

ãèå óòâåðæäåíèÿ — òåîðåìû. È îíè áûëè ïîëó÷åíû

[24 – 26].

Ïîñêîëüêó ñòðîãèå ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñò-

âà ãðîìîçäêè, ïîÿñíèì çäåñü ëèøü îñíîâíóþ èäåþ.

Âûÿâèì ïðè÷èíó, ïî êîòîðîé ðàññìàòðèâàåìûé àëãî-

ðèòì âñåãäà îñòàíîâèòñÿ.

Ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ x1,

x2, ..., x
n
, íà êëàñòåðû, ïîëó÷åííîå íà èòåðàöèè ñ íîìå-

ðîì t, îáîçíà÷èì Ø = {A1, A2, ..., A
k
} = {A1(t ), A2(t ), ...,

A
k
(t )}. Ðàññìîòðèì îäèí èç îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé

êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè — âíóòðèêëàñòåðíûé ðàçáðîñ

g f A y
i i

i

k

( ) ( , ),+ 	

	

*

1

(8)

ãäå ôóíêöèÿ f (A, y ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (7);

y
i
= y

i
(t ) — öåíòð êëàñòåðà A

i
, ïîëó÷åííûé íà èòåðà-

öèè ñ íîìåðîì t ïóòåì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çà-

äà÷è (7), i = 1, 2, ..., k. Íà âòîðîì øàãå î÷åðåäíîé èòå-

ðàöèè êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (8) ëèáî

óìåíüøàåòñÿ (åñëè íîâûé öåíòð îòëè÷åí îò ïðåäûäó-

ùåãî), ëèáî îñòàåòñÿ òåì æå ñàìûì (åñëè íîâûé öåíòð

ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì). Ñëåäîâàòåëüíî, è ñóììà

ýòèõ ñëàãàåìûõ — âíóòðèêëàñòåðíûé ðàçáðîñ g (Ø) —

ëèáî óìåíüøàåòñÿ, ëèáî îñòàåòñÿ òåì æå ñàìûì.

Ïðè ýòîì g (Ø) íå ìåíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âñå ñëàãàåìûå íå ìåíÿþòñÿ, ò.å. âñå öåíòðû êëàñòåðîâ

îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Òàêîå áûâàåò òîëüêî ïðè îñòà-

íîâêå ïðîöåññà èòåðàöèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ïðî-

äîëæåíèè èòåðàöèé âíóòðèêëàñòåðíûé ðàçáðîñ g (Ø)

ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âíóòðèêëàñòåðíîãî ðàçáðîñà

g (Ø) êîíå÷íî, îíî íå ïðåâûøàåò ÷èñëà ðàçáèåíèé

èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ x1, x2, ..., x
n
, íà k

êëàñòåðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âîçìîæíûõ èòåðà-

öèé êîíå÷íî, ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì âñåãäà îñòà-

íîâèòñÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷-

íûõ ìåòîäàõ êëàñòåð-àíàëèçà. Ïóáëèêàöèÿ [24] ïîñâÿ-

ùåíà ïðîáëåìå îñòàíîâêè àëãîðèòìîâ — äîêàçàòåëü-

ñòâó òîãî, ÷òî èòåðàöèè ýòàëîííûõ àëãîðèòìîâ (òèïà

«Ôîðåëü» è ìåòîäà k-ñðåäíèõ) ïðåêðàùàþòñÿ ÷åðåç

êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (îöåíåííîå ñâåðõó â ýòîé ðàáî-

òå). Îáîáùåíèå áûëî ïîëó÷åíî â äîêëàäå [25]. Èòîãè

ìíîãîëåòíèõ ðàáîò ïî ðàçëè÷íûì âîïðîñàì òåîðèè

êëàññèôèêàöèè ïîäâåäåíû â ðàáîòå [26].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè êëàññèôèêàöèè

îòðàæåíû â îáøèðíûõ ñòàòüÿõ [15, 27, 28]. Ïîä÷åðê-

íåì, ÷òî âñå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííûå íà

èñïîëüçîâàíèè ðàññòîÿíèé (ìåð ðàçëè÷èÿ èëè áëèçî-

ñòè), åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòü ñòàòèñòèêè

îáúåêòîâ íå÷èñëîâîé ïðèðîäû [5]. Íåäàâíî ïîëó÷åí-

íûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëå-

íû â ðàáîòàõ [29, 30].
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